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Das Foto zeigt einen Eimerkettenbagger im Braunkohletagebau. Beim Schurfen
bewegt sich der Bagger in Richtung des Vektors u und die Eimerkette wird in Rich-
tung des Vektors v gezogen. Der Bagger erzeugt auf diese Weise ein Stuck einer
Ebene (siehe Skizze).

Parameterdarstellung der Ebene E: x =a+ru+sv

Mit  A4(13]4|15) , B(13]14|0) und C(3|4]15) ergibt sich folgende
Ebenengleichung:

13 —10 0
E:x= 4 |+r| 0 |+s- 10
15 0 —15

Der Gelandepunkt 0=(10,5(9|7,5) liegtin der Ebene, die der Eimerkettenbagger
erzeugt. Bestimme r und s.

Lésung
Wenn der Punkt in der fraglichen Ebene liegt, muss es r und s geben, so dass
10,5 13 -10 0 10,5 13—-10r 10,5 = 13-10r
9 =4 tr| 0 ts 10| < 9 |[=14410s| < 9 = 44+10s
7,5 15 0 —15 7,5 15—15s 75 = 15—15s

Als Lésungen des Gleichungssystem erkennt man » =0,25 und s=0,5
Der Quotient von s/r ist 2, also Buchstabenpaar UN.
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@ \Welche Parameterform hat die Ebene Easc mit 4(11111)  B(2]7]0) ynd
C(=5(013) ?

Uberpriife, ob die folgenden Punkte in der Ebene liegen.
a) P(3]7|5) b) O(—10|-30]18)

Lésung
Die Ebene Eagc ist darstellbar als
1 2—1 —5—-1 1 1 —6
Eagc: X =1 +r- 7—1 +s- 0—-1 =1 +r 6 +s —1 mit r,s€R
1 0—-1 13—-1 1 -1 12
zu a)
Der Punkt P liegt in der Ebene, wenn es r und s gibt, so dass
3 1 1 -6 2 = r—6s
7=1+r 6 ts -1 < 6 = 6r—s
5 1 -1 12 4 = —r+l12s
ist.

Die Addition von Gleichung I und lll ergibt 6 =6s < s=1 . Einsetzen in Il ergibt:

T=6rer= % , aber durch Einsetzen von s in in Il erhalt man als Lésung fur r:
—8 =—r @ r =8 . Beides kann nicht sein, also ist das Gleichungssystem nicht

I6sbar und deswegen der Punkt nicht in der Ebene.

zu b)
Wie unter a) liegt der Punkt in der Ebene, wenn es r und s gibt mit
-10 1 1 —6 —11 = r—6s
-30=1+r 6 +s -1 < =31 = 6r—s
18 1 -1 12 17 = —r+l12s
I[+1ll: 6=6s<s=1 .Einsetzeninll: —31 =6r—1 & r =-5 und das I0st

auch die Gleichung I, denn Einsetzen vonrund s in | ergibt: —11 =—-5-6 .

Also ist das Gleichungssystem eindeutig I6sbar und deswegen liegt der Punkt in der
Ebene.

Die Summe der gefundenen Lésungen fiir r und s ist -4, also Buchstabenpaar IV.

© Welche Lage haben die Geraden g und h zur Ebene E?

2 1 3 0 1 4 2
E:x=|1|+r|-1+s0 g:-x= 3|+ -1 h:x=| 0| +u |-5
-2 —1 —4 0 -1 -4 0
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Lésung

Es gibt drei Mdglichkeiten fir die gegenseitige Lage:

a) Ebene und Gerade haben genau einen gemeinsamen Punkt,
d.h. es gibt genau eine Losung flr die Parameter r, s und t bzw. u, wenn man die
Parameterdarstellungen von Ebene und Gerade gleichsetzt.

b) Ebene und Gerade sind parallel zueinander mit einem Abstand grof3er Null,
d.h. es gibt keine Losung r,s und t bzw. u bei Gleichsetzen der Parameter-
darstellungen.

c) Die Gerade liegt in der Ebene,
d.h. bei Gleichsetzen der Parameterdarstellungen gibt es eine Ldsung, die aller-
dings nicht eindeutig ist. FUr jeden Parameterwert der Gerade gibt es Losungen r
und s der Ebenenparameter.

Zur Lage von E und g:

2 1 3 0 1

1| +r =145 0| =3 +t|—1

-2 —1 —4 0 —1
2+r+3s t r+3s—t = =2
[ 1—r }— {3—t}© —r+t = 2
—2—r—4s —t —r—4s+t = 2

Die Addition der Gleichungen | und Il ergibt: —s =0 . Mit diesem s ergibt sich aus
der Gleichung I: » =—2+¢ . Man sieht, dass man fur t einen beliebigen Wert ein-
setzen kann und erfullt damit auch die Gleichung Il. Das Gleichungssystem hat
unendlich viele Lésungen, die Gerade g liegt also in der Ebene E.

Zur Lage von E und h
Wieder setzen wir die Parameterdarstellung gleich und erhalten:

2 1 3 4 2
1 tr|=1|+s-10/=] 0]|+t]-=5
- -1 -4 (-4 0

247r+3s | (442t  r43s-2t = 2
1—r =| =5t | —r+5¢ = -1
—2—r—4s —4 —r—4s = -2
: 1 1 1 1 . o
Aus der Gleichung Il folgt: l=§r—§ und aus lll.: S=—Zr+5 . Beides in die
3,3 2 2 3 19 2
i i ibt: r—=r+=—=r+=-=2eo ——r+—=2 =—=
Gleichung | eingesetzt ergibt: r A TS TS < 0" 10 <r 3 -
2 1 1 1. 1 4 2
Und daraus folgt: 155 3 und s s 37673

Es gibt also genau einen gemeinsamen Punkt und dieser hat die Koordinaten:
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P(?|§|—4)
Die Gerade durchstof3t die Ebene.

Die Summe der Koordinaten des DurchstoRpunktes ist 1, also Buchstabenpaar ER.

O Ein Taucher befindet sich im Punkt  P(25/=12]=6) unter Wasser (Angaben in
-2
Meter) und bewegt sich in Richtung des Vektors v=| 3 | . In welchem Punkt der
1
Wasseroberflache (x y-Ebene) taucht er auf?

Lésung
Die Gerade, auf der sich der Taucher bewegt, hat die Parameterdarstellung:
25 -2
—12 | +t| 3
-6 1
Im Auftauchpunkt ist die z-Komponente 0, also erhalt man das Gleichungssystem:
25-2t = «x
1243t = y .
—6+t = 0
Aus Gleichung lll folgt ¢ = 6 und daraus ergibt sich fir den gesuchten Punkt
25 -2] (25-12 13
—12|+6:] 3 |= —12+18|=6
—6 1 0 0
Die Summe der Koordinaten des Auftauchpunktes ist 19, also Buchstabenpaar Sl.
3 1
6 Die Gerade g: x = | 2 75° —2| st die Schnittgerade der beiden Ebenen E; und E.
-1 2

Gib Parametergleichungen der beiden Ebenen an, wobei der Punkt P (5(0[1) in E;
und Q(=3]2|—4) in E; liegen soll.

Lésung
Wenn die beiden angegebenen Punkte nicht auch auf der Gerade liegen, so

spannen sie jeweils zusammen mit zwei beliebigen Geradenpunkten eine Ebene

auf.
5 3 1 5 3+s
Angenommen (0| =| 2 +s:| 2| <|0|= |2—-2s
1 -1 2 1 1+2s
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Aus der 1. Komponente folgte s =2 , aber das erflllt die beiden anderen Kompo-
nentengleichungen nicht, also liegt der Punkt nicht auf der Geraden. Man kann des-
wegen als einen zweiten nicht kollinearen Richtungsvektor fur die Ebene E den
Vektor vom Stltzvektor der Geraden zu diesem Punkt nehmen, also:

5 3 2 3 1 2
vV,=10—1|2|=|-2|,somitistdie Ebene E;: x=| 2 |+r| =2 |+s| =2].
1 —1 2 -1 2 2
In gleicher Weise muss man prufen, wie es sich mit dem Punkt Q verhalt. Wieder
-3 3 1 -3 3+s
nehmen wir an, es gabeeinsmit | 2 |=| 2 #s:|-2|=| 2 |=|2-2s |.Ausder
—4 -1 2 —4 —1+2s

ersten Komponente wirde folgen s = —6 , aber das erfiillt die anderen beiden
Gleichungen nicht, also liegt auch dieser Punkt nicht auf der Geraden. Analog zum
ersten Fall kann man als zweiten nicht-kollinearen Richtungsvektor konstruieren:

-3 3 —6 3 1 —6
w,= 2 /—12|=|0 | ,somitistdie Ebene E;: x=| 2 |+r-|=2|+s1 0
—4) -1 (-3 ~1 2 -3

Das Produkt der Koordinaten des 2. Richtungsvektors von Ebene E; ist -8, also
| Buchstabenpaar TA.

(So war es mit der Lésungszahl gemeint, die Kritik ist aber berechtigt, dass diese Zahl nicht
eindeutig ist, denn es gibt beliebig viele andere 2. Richtungsvektoren fiir dieselbe Ebene).

6]

Gegeben ist ein Dreieck mit den Ecken 4(1|=21=7) = B(-8|-2|5) und
C(17|-2|5) . Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks (Koordinaten in cm).

Lésung C
[ -8-1 -9
Der Vektor AB = |—2—(-2) =| 0
5-(-7)) |12 ‘A@‘ — b

und dessen Lange:
¢ =|4B| = V(=9 +0°+127 = 15

(171 16
Der Vektor AC =|-2—(=-2) =10
5-(=7)) 12 Ae y
und dessen Lange: ‘AB‘ = @

b=]4AC|=V16’+0°+12° =20 .
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Das Skalarprodukt der beiden obigen Vektoren ist:
-9 |16
0 -0|=—-916+0-0+12-12=0 |
12 2

also stehen sie senkrecht aufeinander.
Die Flache des von ihnen aufgespannten Dreiecks ist demnach:
|AB|-|AC| 15-20
F = = =
2 2

150

Der Flacheninhalt betréagt 150 cm? ,also Buchstabenpaar ET.

Losungen mit Kennsilben

1 9 150 4 -4 -8 3 2 165 19 -6 -10
ER NR ET IE \Y TA ST UN SE Sl ub El

Lésungswort: UNIVERSITAET

0 (Expertenaufgabe) -

Welche der drei Ebenen ist parallel — mi
oder identisch zur Ebene E ;- in der — __8_;‘
Zeichnunq ? B C=(24,4
2 3 -1 AT T4 4)
Ev x=|2|+tr-2/+s:| 0 . i&
1 0 1 i . S T
8 ) ) x ___.._.‘_ ] 2 :‘—-,_H;
Ex x= 0/ +r| 3 +s5/0
0 0 3
X
Es: x € [|y|/-3x+2y+2z=22]
z
Lésung
Die Vergleichsebenendarstellung mit Stitz- und Richtungsvektoren ist in
Parameterform:
X 4 4—4 2—4 4 0 —2 4—2u
Vily| =1+t |4=1|+u|d—1 =1 |+t |3 |+u |3 = |1+37+3u mit 1, u€R .
z 4 1-4 4—4 4 =3 0 4—3t¢
Die Ebenen E; und E;kdnnen geschrieben werden als:
24+3r—s 8—2r—2s
E, =] 2427 |und E, = 3r mit jeweils r,s€R
1+s 3s
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zu V und E»)
Ob und welche gemeinsamen Punkte es zwischen der Vergleichsebene V und der
Ebene E; gibt, wird durch den Ansatz

4—-2u 243r—s 2 = 3r—s+2u
1+3¢+3u| = | 24+2r | -1 = 2r-3¢t-3u
4-3¢ 1+s 3 = s+3t
ermittelt. Das ist ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 4
Unbekannten.

Die durch den Ergebnisvektor erweiterte Koeffizientenmatrix ist
3 -1 0 2 2
2 0 -3 -3 -1
o 1 3 0 3
Mit dem Gaul-Algorithmus bringen wir diese in ,Obere Dreiecks"-Gestalt:
3 -1 0 ) ) 3 -1 0 2 2

3 -1 0 2 2 2 13 7

0 = -3 =2 L
20—3—3—1—>0%—3—13—3—%—> 3 3 3
013 0 3y g 5 o 3 BB

2 2 2
In der letzten Zeile beginnend kann man das u frei wahlen und die Losungsmenge
von unten nach oben einsetzend dann angeben als:

13 13 2 7 13 13 . 13 4 26 2 13
== Ly= i3 (S-S = — 422 =242

5 5% 0 38T 3T U s e s =5t
3r—%—%u+2u=2©r=%+%u_

Da r und s von einem Parameter -namlich u- abhangig sind, wird durch die
Lésungsmenge eine Schnittgerade beschrieben.

Zu V und E»)
Ob und welche gemeinsamen Punkte es zwischen der Vergleichsebene V und der
Ebene E, gibt, wird durch den Ansatz

4—-2u 8—2r—2s —4 = =2r—-2s+2u
1+3t+3u| = 3r < 1 = 3r-3t-3u
4—3t¢ 35 4 = 3543t
ermittelt. Das ist ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 4
Unbekannten.

Die durch den Ergebnisvektor erweiterte Koeffizientenmatrix ist
-2 =2 0 2 -4
3 0 -3 =3 1
0 3 3 0 4
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Mit dem Gaul-Algorithmus bringen wir diese in ,Obere Dreiecks“-Gestalt:
-2 =2 0 2 —4] (-2 -2 0 2 -4) [2 -2 0 2 -4
3 0 -3 -3 1 /2|0 -3 -30 -5—>/0 -3 -3 0 -5
0 3 3 0 4 0O 3 3 0 4 0O 0 0 0 -1

Die letzte Zeile ist aber unldsbar, da alle Koeffizienten 0 sind, wahrend die
Komponente des Ergebnisvektors ungleich 0 ist. Es gibt keinen gemeinsamen
Durchschnitt von V und E; und daher mussen beide Ebenen parallel sein.

Zu V und Ej)
E; ist in Gleichungsdarstellung gegeben. Es ist zu prifen, ob diese fur geeignete
Werte t,u der Vergleichsebene erfullbar ist d.h.

—3x+2y+2z =—3(4—-2u)+2-(1+3¢+3u)+2-(4—-31)

=—12+6u+2+6t+6u+8—6¢t=-2+12u =22 @ u=2

d.h. setzt man u=2 bei freiem Parameter t, so wird eine Gerade beschrieben, die die
Gleichungsdarstellung der Ebene E; erfiillt. Sie ist somit die Schnittgerade. V und E;
schneiden sich.
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