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Das Steigungsverhalten von Funktionsgraphen kann mit den Begriffen

(1) (streng) monoton steigend / fallend.

(2) rechtsgekriimmt oder konkav bzw. linksgekrimmt oder konvex

beschrieben werden.

Auch Kombinationen sind moglich wie

(3) degressiv/progressiv fallend/steigend fur ,monoton fallend/steigend“ und
.konkav/konvex".

Ordne den obigen Graphen den richtigen Begriff aus (1) bis (3) zu, der eindeutig nur

ihm im Intervall [0,10] zukommt.

Lésung
zu a) linksgekrimmt oder konvex, also Losungsziffer 2,

zu b) streng monoton steigend, kein einheitliches Krimmungsverhalten,
also Losungsziffer 1,
zu c) degressiv fallend, also Lésungsziffer 3,

zu d) rechtsgekrummt oder konkav, also Losungsziffer 2,
zu e) progressiv steigend, also Losungsziffer 3

Die Ziffern in der richtigen Reihenfolge ergeben die Lésungszahl 21323, also
Buchstabenpaar Kl

9 Die folgenden Ableitungen beschreiben in entsprechender Reihenfolge das Stei-
gungsverhalten der Funktionen aus Aufgabe 1.
. x)

(1) f'(x) =n-cos(ﬁ-x (2) f'(x)=02x-2 3) f'(x)=
4) f'(x)=08x—4 (5) f'(x)=0,024x—024x>+0,6

Wer am Ende seiner Schulzeit alle "Fit in Mathe"-Aufgabenblétter eigenstdndig und erfolgreich bearbeiten kann, erfiillt
unsere Erwartungen an die Mathematikkompetenzen unserer Studienanfénger. Die mathematischen Voraussetzungen
fiir einen erfolgreichen Studieneinstieg an unserer Hochschule sind damit gegeben.

hochschule % PFH

genial dual

PRIVATE UNIVERSITY

Technische Universitidt Hamburg-Harburg



Fitin Mathe

Musterldsungen 2

Mai Klassenstufe 11

Lésung
zu a) gehort die Funktion (4), (hat Nullstelle beim Minimum an Stelle x=5).

)
zu b) gehort die Funktion (5), (hat Nullstellen an den Sattelpunkten bei x=0 und x=5)
)

zu c) gehort die Funktion (2), (ist auf dem Intervall negativ und hat Nullstelle bei
Minimum an Stelle x=10)

zu d) gehort die Funktion (1), (hat bis x=5 positive Steigungen, dann negative)
zu e) gehort die Funktion (3), (ist iber dem Intervall progressiv steigend, wie der
Funktionsgraph)

Die Ziffern in der richtigen Reihenfolge ergeben die Lésungszahl 45213, also
Buchstabenpaar RS.

9 Gegeben sind die Funktionen:
a) f(x)= x*=3x*+2 b) f(x)= X =3x+2x—1 c) f(x)= |x*—x|

d) flx)=xe® € flx)=xsin(x) f f(x):21/1_%2

Gib an, welche Funktionen auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich
* achsensymmetrisch (=1),

* punktsymmetrisch (=2) oder

* keines von beidem (=0) sind.

Lésung
Zu a)

Firalle x€R ist f(—x)=(-x)'=3(—=x)"+2=x"-3x"+2 = f(x) , also liegt
Achsensymmetrie vor, d.h. Lésungsziffer 1.
zu b)
Fiaralle xeR ist

f(=x)=(=x)=3(=x)+2-(=x)—-1 = =x"+3x"—2x—1

=—(X-3x+2x)-1=—(f(x)=1)=1=—f(x)-2

also liegt weder Achsensymmetrie noch Punktsymmetrie vor, d.h. Losungsziffer 0.
Zu c)
Fiaralle xeR ist

f(=x)=|(=x)'=(=x)| = |=x"+x| = [(=1)(x"=x)| = [(x’=x)| = f(x) , also liegt
Achsensymmetrie vor, d.h. Losungsziffer 1.

zu d)
Furalle xeR ist
f(=x)=(=x)e" =—xe" =—f(x) , also liegt Punktsymmetrie vor, d.h.

Losungsziffer 2.
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zue)
Furalle xeR ist

f(=x)=(—x)sin(—x) = (—x)(—sin(x)) = x-sin(x) = f(x) , also liegt Achsen-
symmetrie vor, d.h. Losungsziffer 1.

zu f)
2

Die Funktion ist nur definiert fir 1—%20 = 9>x’ © 3>|x| oder x€[-3;3] und
fr xe[—3,;3] ist
_ 2 2 . .
f=x)= 2\/1_( x) _ 2\/ X , also liegt Achsensymmetrie vor, d.h.

5 1—3=f(x)

Losungsziffer 1.

Die Lésungsziffern in der richtigen Reihenfolge ergeben die Lésungszahl 101211,
also Buchstabenpaar CH.

9 Bestimme die Nullstellen folgender Funktionen (falls existent)
a) f(x)=x>-x—6 b) f(x)=(x"-5x>+6)-(x’+1) ¢) f(x)=10"-10"10,1+1
d) f(x)=sin’(z x)—1,5sin(zx)+0,5 fir xe€[-1,1]

x’—4

xX’+4

e) f(x)=x—6x+11x=6 f) f(x)= 9) f(x)=sin’(x)-4

Lésung

zua) 1 1
0=x"—x— 6@x—§+ =) +6 oder x——
1 1
X = =422 = — ==
XT3 V4 oder x = V4

< x=3 oder x=-2
d.h. die Nullstellen sind x,=3 und x,=—-2 .
zu b)
Ein Produkt ist genau dann gleich 0, wenn ein Faktor O ist. Der 2. Faktor wird aber
niemals 0, also reicht die Untersuchung des 1.Faktors, d.h. 0 = x*—5x*+6 .
Zur Lésungssuche ersetzen wir diese Gleichung durch das Gleichungssystem
2 2
z=x>und 0=z"-5z+6 .

2 2
Ozzz—Sz+6@z:%+ (%) —6 oder Z:%_ (%) -6

e z= i—i— 25 24 oder z = S_ 2 24
2 4 4 2 4 4
< z=3 oder z=2
Wegen z = x* suchen wir nun weiterhin nach x mit der Eigenschaft:
x> =2 oder x*=3
und erhalten schlielllich als Lésungsmenge: x, = V2,x, = —\/§,x3 =V3,x,=—V3 .
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Zu C)

Setze z:=10" .Damitwird aus 0 =10"-10"10,1+1 das Gleichungssystem:
z=10" ynd 2z —-10,lz+1=0 |

Wir 16sen zunachst die quadratische Gleichung in z und erhalten die Lésungen

T 12001 " (12001 - 388 oder z, = l2001 |l 12001 - jgg bzw.
Damit gehen wir in die erste Gleichung und erhalten aus

10" =10 =x=1 bzw, 10°=—-=10" =x=—1
Die Lésungsmenge besteht also aus den Loésungen x; =10 und x, =10"
zu d)

Setze z:=sin(zxx) .Damitwird aus 0 =sin’(zx)—1,5sin(z x)+0,5 das
Gleichungssystem:

z=sin(zx) ynd z°—1,5z40,5=0
Wir I6sen zunachst die quadratische Gleichung in z und erhalten die Lésungen

3032 1 30371
=2 4/(2) == oder z, ==—4/(2) —= bzw.
z, 4 (4) > Zy 4 (4) 2
_3.,1_ _3 1.1
=gty =loder n=9-4=7 .

Damit gehen wir in die erste Gleichung und erhalten aus

1 = sin(mx) =>le bzw. l:sin(nx)ﬁx:é— oder x =

2 2 6

Die Losungsmenge besteht also aus den Lésungen x, = 1,x, = %,x3 = % .

zue)

Es ist die Gleichung 0 = x’—6x’+11x—6 zu losen.

Wenn die Losungen ganzzahlig sind, sind sie Teiler des additiven Gliedes.
Deswegen testen wir erst diese und finden durch Probieren x, =1 | dann ist aber
der Linearfaktor x—1 ein Teiler des Polynoms, d.h.

(X’ =6x"+11x—6):(x—1) = x’—5x+6

—5x’+ 5x

6x—06
Die Nullstellen dieses Polynoms (wie schon in Aufgabenteil b durchgefihrt) sind:
X, =2 und x;=3
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zu f)
x’—4
Es ist die Gleichung 0 == zu l6sen.
x“+4

Ein Bruch ist genau dann 0, wenn der Zahler O ist. Die Nullstellen des Zahlers sind
aber x,=2 und x,=-2 .

Zu Q)
Es ist die Gleichung 0 = sin’(x)—4 zu l6sen. Es gilt aber immer [sin(x)|<1 , also

auch sin’(x)<1 fiir x€R .Es gibt also keine Lésung.

Die Summe aller Nullstellen ist
3—2+ﬁ—@+@—@+10+0,1+1+%+§+1+2+3+2—2 =19,1 , also

Buchstabenpaar BL.

© Gegeben ist die Funktion f(x)= x’—6x*+ax—3
Bestimme a so, dass der Graph zu f
a) an der Stelle x =2 eine Nullstelle hat.
b) genau eine Tangente mit der Steigung 0 besitzt.

Lésung
Zu a)

Wenn x =2 eine Nullstelle ist, so muss sich das Polynom mit geeigneten p und q

darstellen lassen als
X¥=6x"+ax=3=(x+px+q)(x—=2)=xX+(p=2)x"+(¢—2p)x—2q -

Durch Koeffizientenvergleich fuhrt das auf die Gleichungen:

(1) p-2=-6
(2) g—2p=a
(3) —2¢g=-3
Aus (1) folgt: p =—4 undaus (3): ¢ = % und damit ergibt sich aus (2):
_ 3,19 _
a= 2-1-8— > 9,5
zu b)

Die Steigungen des Graphen an einer Stelle x ergeben sich aus:
f'(x)=3x"-12x+a .Gabe es eine Steigung 0, so musste sein:

0=3x"-12x+a o 0= x2—4x+% _
Die Losungen dieser Gleichung mit der pg-Formel sind x,,, = 23/22—% :

Genau eine Losung ist gegeben, wenn 22—% =0e=a=12 st

Die Summe beider Lésungen ist 9,5 + 12 = 21,5, also Buchstabenpaar UE
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@ Ein Kraftwerk erzeugt gleichmaRig 24 Stunden am Tag Strom. Die Stromabnahme
ist aber Uber den Tag ungleichmaig, sie steigt von ihrem Minimum um 0 Uhr auf ihr
Maximum um 12 Uhr und fallt symmetrisch zum Anstieg bis 24 Uhr wieder ab. Um
dieses Verhalten auszugleichen, pumpt man mit dem gewonnenen Strom des Kraft-
werkes gleichmafig Wasser in einen hoher gelegenen Speichersee und erzeugt be-
darfsgerecht Strom durch Ablassen des Wassers Uber eine tiefer gelegene Turbine.

Gib ein Polynom 3. Grades flr den Pegelstand des Speichersees P(¢) an, wenn

wir annehmen, dass der tagliche Strombedarf einer Differenz von 12 m entspricht.
Setze P(0)= P(24)=0 .

Lésung
Betrachten wir zunachst die Entnahmeseite und setzen wir hierfur ein Polynom

3.Grades fur den Pegelstand an:

Py(t)=at’+bt’+ct+d mit P,'(t)=3ar’+2bt+c und P,''(t)=6at+2b
Da im Zeitpunkt t=0 keine Entnahme stattfindet, ist P;'(0)=c=0 .
Bei t=12 ist die Entnahme maximal, d.h.

(1) P,''(12)=72a+2b=0 .

Aulerdem muss sein:

(2) P,(24)=13824a+576b=—12

Das flhrt auf das Gleichungssystem
36a + b = 0

1152a + 48b = -1
und mit b =-36a in die 2. Gleichung eingesetzt ergibt sich

115261—1728a=—1@a=L und b=—L .

576 16
Die Zulaufseite kann durch folgende Funktion beschrieben werden:
_1z2,_1

P,(t)= o t—zt .
Insgesamt ist die Pegelfunktion also P (¢) = P,(t)+P,(t) = %f—%t%%t .
Die Ableitung hiervon ist P'(t) = ﬁtz—%ﬁé mit den Nullstellen aus der
Gleich OZLtz—lt+l®t2—24t+96:0 :

eichung 192 PLAI :

ty,=124V12°~96 = 12443 = 1, ~ 5,07 und t,~ 18,93

Der héchste Pegel ist P(12—4+/3) ~ 1,155m und
der niedrigste ist  P(12+4+3) ~—1,155m ,

Der Pegelhub ist ca. 2,3 m, also Buchstabenpaar TE.

Lésungen mit Kennsilben

101112 21,5 132211 (121323 | 18,56 | 2,3 54 45213 | 19,1 52134 | 20,9 101211
RG UE | OS Ki LO TE EN RS BL TE | CK CH

Lésungswort: KIRSCHBLUETE
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(7] Expertenaufgabe
Man kann Funktionswerte einer unbekannten Funktion mit Naherungspolynomen
annahern, wenn man ,Stutzstellen” kennt.
Das nachstehende Verfahren ist als ,Newtonsche Interpolation® bekannt.
Es seien die Stiitzpunkte (x, ¥,).....(x,.»,) gegeben. Definiere ein Polynom

p,(x)=cote(x—xp) ey (x—xp) - (x—x,)+.cte, (x—xp) . (x—x,) .

und bestimme die ¢; so, dass p,(x,)=y, fir i =0,..,n . Das fiihrt auf ein Glei-
chungssystem in Dreiecksgestalt fur die unbekannten ¢, (warum ?), das relativ
leicht zu I6sen ist.
Damit I&sst sich nun ein Naherungswert p,(x’) fir einen Wert x  ausrechnen.

Bestimme z.B. ein Polynom durch die Punkte: (1]9),(3|-27),(4|-30),(7]165)

Lésung
Das entstehende Gleichungssystem ist:

Yo = pn(x()) =¢
V1= pn(xl) = CO+cl(xl_x0)
Y= pn('x2) = CO+01(xz—x0)+cz(x2—x0)(x2—x1)

v, = p,(x,)=cotc,(x,—x,)+c,(x,—x)(x,—x,)+...+¢c,(x,—x))(x,—x,).co(x,—x,_,)
und dieses kann beginnend mit der ersten Zeile gel6st werden, weil von Zeile zu
Zeile immer eine Unbekannte hinzukommit.

Beim gegebenen Beispiel ist n=3 (da die Zahlung bei 0 beginnt) und es ergibt sich
das Gleichungssystem:

9 = ¢
=27 = c¢ytc2
=30 = c¢ytc3+c,3
165 = cytc;-6+c,24+c, 72
Dieses hat die Losung:
CO = 9
—27-9
= = —18
Cy )
o = —30—9+54 5
: 3
¢, - 165—9—6-(—18)—24-5 _
72
also

pi(x)=9-18(x—1)+5(x—1)(x=3)+2(x—1)(x—3)(x—4) =2x"—11x°+18
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