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Thema Kongruenzabbildungen

0 Wie sieht das nachste Bild aus ?

?

Lésung
Die Losungszahl ist natirlich 5, denn die rechte Halfte obiger symmetrischer Figuren
sind die Zahlen von 1 bis 4, danach folgt 5, also das Buchstabenpaar SC.

@ Bilde den Punkt P(2/3) mit folgenden Kongruenzabbildungen ab
1) Geradenspiegelung an der x-Achse,
2) Geradenspiegelung an der y-Achse,
3) Geradenspiegelung an der Geraden y=x ,
4) Punktspiegelung am Ursprung des Koordinatensystems O(0/0) |,
5) Drehung gegen den Uhrzeigersinn um 90° um den Ursprung O(0/0) .
6) Verschiebung um 3 Einheiten in x-Richtung und 2 in y-Richtung.

Bestimme jeweils die Koordinaten des Bildpunktes.

Lésung

zu1) P'(2/-3)
zu2) P'(-2/3)
zu3) P'(3/2)
zu4) P'(-2/-3)
zu5) P'(-3/2)

zu6) P'(5/5)

Die Summe der y-Koordinaten ist 6, also das Buchstabenpaar HL .

9 Die nebenstehende Figur soll -falls moglich- durch eine einzige y

Geradenspiegelung (Geradengleichung angeben) oder Drehung
(Winkel angeben) in das unten stehende Bild an derselben Stelle im
Koordinatensystem uberfuhrt werden.

Ermittle eine Losung.
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Lésung

Zu 1) Spiegelung an der Geraden y =1

zu 2) Spiegelung an der Geraden y =—x+2

zu 3) Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn um den Punkt M (1/1)
Es gibt hier keine Gerade, an der man spiegeln kdnnte, was man so einsehen
kann: Geradenspiegelung ist nur moglich, wenn es fir beide kleinen Kreise
maglich ist, Verbindungsstrecken zu ihrem gespiegelten Gegenuber zu finden,

die dieselbe Mittelsenkrechte haben, denn so muss die Spiegelachse beschaf-
fen sein. In diesem Fall ist das nicht mdglich.

Zu 4) Spiegelung an der Geraden y = x
Geradenspiegelung ist in 3 Fallen moglich, also Buchstabenpaar AG.

9 Bilde durch geometrische Uberlegungen denselben Punkt wie in Aufgabe 2 durch
folgende Kongruenzabbildungen ab:

a) Spiegelung an der Geraden y = x+4 ,
b) Punktspiegelung am Punkt S(2/-1) ,

c) Drehung im Uhrzeigersinnum O(0/0) um 270° .
Bestimme jeweils die Koordinaten des Bildpunktes.

Lésung

zu a) Der Bildpunkt ist P'(—1/6)
zu b) Der Bildpunkt ist P'(—2/1)
zu c) Der Bildpunkt ist P'(—3/2)

Die Summe aller y-Koordinaten ist 9, also Buchstabenpaar ZE.

(5 Gegeben sind eine Gerade y = —x—5 und ein Punkt S(—=1/2) .
Bestimme die Geradengleichung der Geraden, die am Punkt S gespiegelt ist.

Lésung

Wenn wir einen beliebigen Punkt auf der Geraden herausgreifen P(x/y) , dann ist

sein Abstand vom Punkt S unter Berlcksichtigung des Vorzeichens in x-Richtung
x—(—=1) undiny-Richtung y—2 .

Beim Bildpunkt P'(x'/y’') kehren sich die Vorzeichen um, so dass gilt
x'—(-1)=—=(x—(-1))=—x—1 oder x'=—x—2 bzw.
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y'=2=—(y—2) oder y'=—y+4 .Da abery eine Funktion von x ist, kann man
hier fortfahren y’'=—(—x—5)+4 = x+9 und aus dem Zusammenhang zwischen x
und x' folgt y'=—x'—2+9=—x"+7
Also ist der funktionale Zusammenhang zwischen den Koordinaten der gespiegelten
Punkte: y'=—x'+7
Die gespiegelte Gerade schneidet die y-Achse bei y =7 , also
Buchstabenpaar UG.

® Das bekannte Fliesenmuster (4,4, 4, A, B, B, B, B,) soll | /
durch die definierten Kongruenzabbildungen aus den Aus- B, B,
gangsfiguren 4 und B erzeugt werden. "
D, »y) = Drehung gegen den Uhrzeigersinn mit Winkel

a um den Punkt P. B, By

V.. = Verschiebung um u in x-Richtung und v in

— A >—< Ay

y-Richtung. A v
Gib die Winkel o und f so an, dass man nach Drehun- 30 y
gen A'=D,,(4) bzw. B'= D, ,,(B) durch entspre- 15
chende Verschiebungen 4, =7V, ,(4') fir (j=L...4) T N g /S

und B, =V . (B') fir (i=1,..,4) erreicht.

Lésung
Far die einzelnen Fliesen ergibt sich mit obigen Bezeichnungen
A4, = V(0,6o)°D(45,0) B, = V(745,75)°D(22A5,M)
A4, = V 3060)° Ds.o) B, =V _1575°Dasan
Ay = V(30,30)°D(45,0> B, = V(—15,45)°D(22.5,M)
A=V (030°Dyas,o) B, =V _4545° Das )

Die Summe der Winkel und Verschiebungen ist 870, also das Buchstabenpaar ER.

Losungen mit Kennsilben

8 6 870 9 11 4 10 7 410 3 2 5
AE HL ER ZE NG NN Ml uG ER AG ES SC

Lésungswort: SCHLAGZEUGER
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9 Expertenaufgabe
Gegeben ist der Punkt P(x/y) .
Durch Spiegelung an der Geraden y = mx+b ergibt sich der Bildpunkt P'(x'/y’)
Gib Formeln fur x' und y' an.
(Tipp: Eine auf der angegebenen Geraden senkrecht stehende Gerade hat die

Steigung —i )

Lésung
Um die Punkte auf der Geraden und den zu spiegelnden Punkt zu unterscheiden,

nennen wir den Ursprungspunkt der Spiegelung P,(x, v,) .

Die Gerade durch diesen Punkt mit der Steigung m hat die Geradengleichung
y=m(x—x,)+y, oderanders geschrieben y =m-x+y,—m-x, ,d.h. diese

Gerade schneidet die y-Achse bei y,—m-x, .

Um diesen Wert vom Schnittpunkt der Ausgangsgeraden mit der y-Achse bei b zu

erreichen, muss y,—m-x,—b zu b addiert werden. Die Gerade mit der Steigung
m , die durch Subtraktion dieses Wertes von b definiert ist, liegt im gleichen

Abstand auf der anderen Seite der Spiegelgerade und ist somit diejenige, auf der der

Bildpunkt liegt, das ist die Gerade

(1) y=mx+b—(yy—mxy—b)=mx+2:-b—y,+mx, .

Andererseits liegt der Bildpunkt auf einer Geraden, die durch den Punkt P, geht

und senkrecht auf der Ausgangsgeraden steht, also die Gerade

1
(2) y=—lx=x) 4y, .
Da fur den Bildpunkt die y-Koordinaten von (1) und (2) gleich sind, kann man setzen:
mxy'+2b=y,tmx,= _%'(xo '—x,)+, und die Ldésung fir x dieser Gleichung

ergibt sich durch die folgende Umformungen:

(m+i)x0’ = %-xo+y0+y0—m-x0—2-b o

(m“‘l)xo’ = (i—m)-x0+2-(y0—b) And
m m
(m*+1)-x," = (1=m’) xo+2-m-(y,—b) &
, l—mz_ n 2m_ 2:bm
o+ Yo 1+m’ Yo 1+m’
Das zugehodrige y," ermittelt man, indem man dieses Ergebnis in (1) einsetzt:

Xo
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2
Yo' = m'(l m2 'xo"‘2 L 2 'J/0_2 L Z; )+2:b—yotm-x,
1+m I+m I+m
m-(1=m*) xg+2-m* yo—2-m"b  (2-b—yo+m-x,)-(1+m’)
- 2 + 2 <
I+m I+m

M xg—m Xy +2m Yy —2m> b+ 2:-b =yt mxy+2-m-b—m’y,+mx,
- =
1+m’
2-m m' =1 2b
= Xo+ Yot
1+m® " 1+m? Yo 1+m’

Der Bildpunkt zu Py(x,/y,) hat also die Koordinaten
C1-m’ 2-m 2-bm, 2-m 1—m’ 2-b
P "Xo+ Vo~ / “Xog— Yot
ol 1+m’ ‘ 1+m’ o 1+m®> 14+m’ ° 1+m’ o 1—|—m2)

Wenn m=0 ist, handelt es sich bei der Spiegelgeraden um eine Parallele zur x-
1
Achse. Die Herleitung ist nicht in gleicher Weise moglich, weil P nicht definiert ist,

aber obige Formel ergibt auch in diesem Fall richtig fur den Bildpunkt
Po(xo/2b—y,)
Wenn die Spiegelachse eine Parallele zur y-Achse ist, kann die Formel nicht ange-

wendet werden, weil bei der Spiegelachse kein funktionaler Zusammenhang mehr
zwischen x- und y-Koordinate gegeben ist, der hier vorausgesetzt war.
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